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Abstract. We construct a potential V on R'*, smooth away from one pole, and a sequence of quasi- 
modes for the operator — A+V, which concentrate on this pole. No smoothing effect, Strichartz estimates 
nor dispersive inequalities hold for the corresponding Schrodinger equation. 



1. Introduction 

Consider a Schrodinger operator: 
(1) P=-A + V, A = t£. 

on R'^, d > 1, where is a real potential, small at infinity, and the initial value problem for the Schrodinger 
equation: 

r idtU -PU = 

For sufficiently smooth potentials V, the equation ^ implies a local smoothing effect: 

(3) llxC^llL2(]o,T[,ffi/2(B<i)) < C!\\Uo\\L2fj^d), X e C5^(M'^), 

where T may be finite, and in some cases infinite, and C may depend on V , x ^-i^d T . This well-known 
estimate (see [0] and references therein) is essential in the study of |(2J) and related non-linear equations. 
In this paper, we investigate the minimal regularity to be assumed on V such that Q is still true. In 
[H], A. Ruiz and L. Vega consider the equation ((^J as a perturbation of the free Schrodinger equation to 
show an inequality which implies ©. The following potentials fall within this scope: 

• y G p > d/2. 

• Potentials belonging to some Morey-Campanato spaces, (which are larger than L'^/'^) with a 
smallness condition in these spaces (see for details). For example, potentials with inverse- 
square singularities: 

(4) ^:^ + ^o, ^oei^P>d/2, 

j=l..Ar 1^ Pjl 

where the |aj|'s are small enough. 

Let us mention that potentials in the article above may be time-dependent but we shall not develop this 
point here. In 5:, (see also 3 ), the author studies potentials of type I^J with regular Vb, assuming only 
the following positivity properties on the a^ 's: 

flj + (d/2 - 1)2 > 0, j = l..iV, 

and shows non-trapping type inequality on the truncated resolvent: 



(5) VAeC, ReA2>C, ImAVO, MP - >^^rW\L-^L- < X^C^i^''). 

One may deduce from (0) estimates of type Q (cf |2]). 
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The preceding works do not study potentials V G L^, p < d/2, and potentials of type Q but with 
poles of higher order. In this paper, we show that the space L''/^ and the inverse-square singularities are 
critical, by constructing an unipolar potential whose pole is of the order of (logr)^/r^, r = near 0, 
and such that © , ® and some other usual estimates on solutions of Schrodinger equations do not hold. 

Theorem 1. Let d > 1, N > be integers. There exist: 

• a radial, positive potential V on M'', which has compact support and such that: 

(6) G C°°(R'*\{0}) 

f'7\ \^ogr\^ ^jn\^ C\\ogr\'^ 

(7) < Vi^) < -2 ' r < ro, 

• an increasing sequence (A„)„>„g of positive real numbers, diverging to +oo, 

• a sequence of radial C°° functions {un)n>noj whose support is of the following form: 

logA„ logA^ 
ci — <r < C2- 



An An 

such that: 

(8) (-A + V)Un - Xlur, = fn 

(9) Iknlki^l 

(10) Vj- e N, II^/«IIloo = 0{\i-''), n ^ 

Corollary 1. Let N be any integer greater than 1, P ^ —A + V, where V is the potential of the preceding 
theorem, and x « function in C^(R'') which does not vanish in 0. Then: 

• (lack of local Strichartz estimates ) 

(11) yq,qo e [l,+Oo], q > qo, VT > 0, VO 0, 3Uo £ , \\xU{t)\\Lii]o,T[.L.{R')) > |C/o I |l™ (R^) ; 

• (lack of local smoothing effect) 

(12) Va > VT > 0, VC > 0, 3Uo e , \\xU{t)\\L^Qo,T[.H'CR'^)) > C||{/o|U2(k.); 

• (lack of local dispersion ) 

(13) Vg e]l,+w], VT > 0, VC> 0, 3U„ e , ||xC^(7^)IIl.(R'') > C\\Uo\\l,- (^.y, 

• (lack of Strichartz estimates with loss of derivative) 

(14) Vge [1,+w], Vae [0,1], l-->^, 

2 q d 

VT > 0, VC> 0, 3Uo e C^, \\xUmm]o,T[Mm) > C\\Uo\\DiP^/2)- 
In the preceding statements, we wrote U (t) the solution of the equation 0) with initial value Uq and q' 
the conjugate exponent of q which is defined by: 1/q + I /q' = 1 . 

Remarks. • If d > 2, the hypothesis lO and (|7|) implie: 

Ve f] LP. 

p<d/2 

• Of course, the sequence (/„)n>no invahdates © when N >2. 

• It will be clear in the proof of the theorem than one may construct quasi-modes of infinite order 
(i.e. such that (|10() holds with 0(A^°°) instead of 0(A:^^^)) by taking a singularity just a bit 
stronger: 

log'-|^+^ ...... C\\ogr\^+- 

- - ^5 ' ^ > 0- 

With a still stronger singularity, one may force /„ to be exponentially decreasing in — A„. 
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• Classical Strichartz estimates: 

II II r<\\ II 2 d d 

|p||Lp(]o,T[,L<!(Rd)) < G||uo||l2(k<'), P > 2, p + ~ ^ 2' 

are invalidated by Hill) , with the exception of the case q = 2, p = +oo which is always true by 
the conservation law. Likewise, (|14|l shows that Strichartz estimates with loss of derivative 
(see of the form: 

l|i'llLp(]o,T[X'!(Rd)) < C||uoIId(p<'/2)7 2 ^ d' t*^' 

are false. In this inequality, the limit case a jd ~ 1/2 — 1/gisan immediate consequence of the 
Sobolcv inclusion 

L^i^^) C i/'"(M'') C D(P'"/2), 

and of the conservation of the norm DiF"^!"^) of any solution of Q. Notice that this last inclusion 
implies that (|14|) is still true in usual Sobolcv spaces, i.e when D(P'^/2) is replaced by H<'{W^). 

• The potential V and quasi-modes m„ being of compact support, as close to as desired, the pre- 
ceding counter-example is still valid in any regular domain, for a Laplace operator with Dirichlet 
or Neumann Dirichlet boundary condition. 

• Examples of linear Schrodinger equations which do not admit the classical dispersive inequality 
or Strichartz estimates are given in 1 and 4. In these two cases, the particular behaviour of 
the equation arises from the metric which defines the Laplace operator. Let us mention that the 
idea to use quasi-modes in relation with Strichartz inequalities is owed to M. Zworski (see 8' ). 

Finally, we would like to point out that for the potential V introduced in the theorem, one may define 
the operator P without ambiguity. The operator — A -I- V has a natural meaning on C^(R''\{0}), and is 
essentially self-adjoint on this space, under a positivity asumption implied by ((7|). We call P its unique 
self-adjoint extension, which is of course positive. We refer to Reed and Simon [7| Th X.30] for any 
precision. 

The author would like to thank Nicolas Burq, its advisor and Clotilde Fermanian Kammerer for their 
precious help. 

Section |2] of the paper is devoted to the proof of the corollary, and section to that of the theorem. 

2. Proof of the corollary. 
According to Holder's inequality, for any function v on R*^, with a finite volume support: 

(15) \\v\W.<B^I^--^I'^\\v\\l.. q>qa. 
where B is the volume of the support. Let Un{t) = e-'^'^^Un- Then: 

idtUn - PUa = -e-^^'7„, Un\t=0 = 

(16) C/„(t) = e-'*^u„ + ze-'^"* f e'(^-*)^/„ds. 
Assume that (|ll|l is false. According to (|lti|l : 







T 



\\xUn{t)\\L-i{Kd)dt < I Wxe ^^^Un\\Li{R^)dt+ / / Wxe'^" ^^^fn\\L^(Rd)dsdt 



Since the support of u„ concentrates in 0, and x does not vanish in 0, the left term of this inequality is, 
for n large enough, greater than: 



c 



, ,, ,^^1 /logA„y^^'^-^^^"' 

Pri||L9(R<')"I ^ I ^ I iFnllLTO(Rd). 
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Using the negation of the right term is dominated by: 

ll'"n||L90(Rti) + ||/n||L9o( 

Hence we obtain, using ((Tn|l : 

X \ d(l/qo-l/q) 
An \ 



which leads to the announced contradiction since > 1 and q > qo, the norm of u„ in L''" being greater 
than 1 by ©. 

By Sobolev inequahties, implies (|12|l . taking in (|1H) go = 2 and g > 2 close enough to 2. So p2|l 
holds. 

Let us assume that (tOll is not true. Then we get, by ((TB|l : 



< c 



(ll"n|lL9'(R<i) + ll/n||L2(R<')) • 



To obtain the second inequality wc have bounded, up to a multiplicative constant, the L'^ norm on the 
support of X by the norm. The contradiction is again a simple consequence of (|15|l and the fact that 
q' < q. 

We shall now prove (|14|l . Otherwise, we would have by (|15|l : 

(17) / ||u„(i)||i,(R.)dt < C7||w„||o(P„/2) + / / ||e*("-*)^/„||o(p„/2)dsdi. 
Jo Jo Jq 

Of course, e*(^~*)^ maps isometrically the domain of P'^/^ onto itself. We have: 
ll/«llVi/2)= J |V/„(x)|2dx + Jil + V{x))\Ux)fdx. 

On the support of /„, as on that of u„, \x\ > . Using the superior bound of U in ((T)) , we get, on the 
support of /„: 

|U(r)| < C ^\ (log log A„ - logA„)' < CXl 
(log A„)^ 

It follows using (^ni and N >2 that: 

(18) ll/«llz5(Pi/=) <C(||V/„|U.+A„||/„|U2) <CA-i. 

Furthermore, the equation Pu„ — A^jU„ = /„ implies, using once again the bounds Q and (|10|l on the 
norms of u„ and /„: 

||Mn||^(pi/2) < ||/«||l2||m„||l2 + A^||m„||^2 
<CXl\\un\\h. 

By interpolation on the norms of the left hand side, and since < cr < 1, we get: 

(19) ||u„||c(p./2) <CA^||u„|U2. 
According to (dJ), and the inequality l(T7|l : 

< CA^||u„|U2 +o(l). 

Hence, with l(T5|l: 

> \ d/2-d/q 
An \ 



log A„ 



llUnlU^ <ca^II"„IIl^+o(i), 



which is absurd since | — - > cr. 
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3. Demonstration du theoreme. 

Denote by r the euclidian norm of x and by ' the radial derivative We would like to find radial 
functions V ^ /„, m„ such that: 

(20) fn{r) = -<(r) - + F(r)^„(r) - \lu^{r), 

with /„ small and A„ diverging to infinity. We shall first change functions to get rid of the first-order 
derivative in this equation. Set: 

(21) u„ = r 2 fn = r ^ gn, W ^ V -\ . 

Thus (HOI) becomes: 

m) 9n{r) = -< + Wvn - A>„. 

Let: 

1 



(s2 + 1)3/2 g2^.l' 

which are C°° solutions of the equation on K: 

(22) -y"{s) + &(s)y(,s) - 

(23) y{s) > 0,Vj e N, |y^^'^(s)| < Cj-e-l'l 

(24) |6(s)| < 1. 

We shall write: 

VljA''^) = 2/(^(^ - «)); ^'^,a(r) = uj'^b{uj{r - a)), 
where a and lo are two real parameters. We have: 

(EH) - £,a + &c.,ayc.,a = 0; 

Let g(A) be a strictly increasing positive function defined in a neighbourhood of +00 such that: 

(25) lim q{X) = +00 

A — >-\-OQ 

(26) hm ^ = 0. 

Let (A„)„>„(j be the sequence defined by the equations: 

10" = 9(A„), 

so that A„ diverges faster to +00 than 10". 

Choose a cutoff function X- X £ C^o' (] — 1, 1[) , x = 1 on 
Set: 

V'„(r)=x(10"r)-x(10"+V), 
Xn{r) = X ("10"+^ ^ 



1 1 

2' 2 



10"+! ; ; ' 
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SUpp l/'n+l 



H h 



Xn = 1 



SUpp Xr: 



H 1 1 1 h 



SUpp Ipn 

Figure 1. Cutoff functions near 3/10"+^ 



supp V'n- 



5 5 1 2 2.5 3 3.5 4 5 1 

10"+^ 10"+^ iO"+i io"+i TcF+T io"+i io"+i io"+i io"+i 10" 



10" 



The V'n's form a partition of unity near 0. The support of each Xn is included in that of ?/;„, away from 
those of the V'/s, j ^ n: 



suppV'n C 



1 



lQn+2 ' IQT. 



1 



10"+i 



< r < 



10"+i 



Mr) = 1 



E 

n>n( 



suppx„ C 
25 



2 4 



(27) 
(28) 

(^^^ 10"+^ ~ ' ~ 10"+^ 

We shall denote by ?/„ and 6„ the following functions: 



10"+i ' 10"+i 
35 



< r < 



c {V„ = 1} 

Xn{r) = 1. 



(30) 
(31) 



yn{r) = 3 (r) = y 

2 ' 101+1 



10"+i 
3 

' 10"+i 



Each of the function — 6„ may be seen as a potential well which concentrates (by equation (|22l() ') the energy 
of Hn near 3/10"+^. We shall construct W so that the equation .g„(r) = is exactly — u" + = on a 
small interval (including the support of u„) around the point 3/10"+^. The size of this interval will be of 
the same order as 10~", smaller than the equation parameter w = A„/2. We shall choose w„ as a cutoff 
of tjn- The exponential decay of y, combined with the difference of order between these two scales will 
induced small enough error terms for © and H1U|I to hold. 



Set (see the figure): 

(32) W{r)=Y,Mr){h^{r)+\l) 

n>no 

(33) Vn{r) = anyn{r)xn{r), 

where the a„'s are strictly positive constants yet to be determined. The functions u„, /„ and the 
potential V are thus defined by (|20l|) and l(?T|l. 



W{r) 
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X2 




3 

10"+^ 



3 

10^ 



Figure 2. The potential W 



Lemma 1. The following inequalities hold. 
(34) 
(35) 



Vj e N, 3C> 0, < CanXl+' {q{K))^ e"^^ 



Mn||Li(B<') > (g(A„)) =^ 



Proof. According to (|28|) . on the support of Xn, is equal to 6„ + A^^. Hence: 
(36) gn{r)^~v:[{r)+b^{r)vn{r). 
Thus, usine; 

fnir) - r-'^.g„(r) ^ r-'^a„ (2/„(r)x^(r) + 2y;(r)xU0) 
The derivative of /„ of order j is then of the form: 

(37) 

On the support of Xn- 



d^i d^'- , d^^ 



10"+i 



> 



1 



1 



10"+i 10g(A„)' 
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So according to the bounds of y and its derivatives: 



< X'^e 20<,(A„) 



Furthermore, 



dr 



< C {q{Xn))'^+''<CXiHqiXn)y 



for on the support of x„, r > yq^tt- These three inequahties, together with (|37|) . imphes (|34|) . 
We shah now prove (|35|l . By the definition of 



An 



10" 



< o ^ > m = sup |?;(s)|. 



Furthermore, if r is as above, and n big enough, then Xri(^) = 1 and so: 



Hence: 



c 



r 2 J.'* '^dr 



A„|r-T^|<l 



□ 



Choose Af > 1 and set 
(38) 



g(A) 



A 



M log A ' 

The positive function q is strictly increasing for big A's and satisfies (|25|l and (|26|l . In addition, lemma^ 
implies, bounding from above g(A„) by A„: 

(7^ f d+3 , ■ M 

||^|Uo.<Ca„A— 

with new constants C, which may depend on M. So the conditions (|5J| and pU|l of the theorem are 
satisfied if the constants M and a„ are well chosen. The support of u„ is that of Xm which is of the 
desired form: 

logA„ logA^ 
ci — <r < C2- 



Xn An 

if the support of x is taken to be a segment. 

The assertion (0 on the potential remains to be checked. We have the following approximation of the 
inverse function of q: 

Lemma 2. Let q be defined by l,y<S|) . Then: 



g(A)log(g(A)) ^ — , A +oo. 
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Proof. 

A 



g(A) logg(A) = g(A) log 



logA^ 

= q{X) (log A - log log A - log M) 
~ q{\) log A, 

when A goes to infinity. □ 
On the support of V'n, 9(A„) — 10" and so: 

1 ,x X 1 
20r r 

— |logr-log20| <g(A„)log(q(A„)) < J|logr|. 

(We used that s i— > slogs is an increasing fmiction for s > e^^). Using lemma |2| and taking r close 
enough to we get: 

C-^-\logr\ < A„ <ci|logr|. 
r r 

Thus, by the definition 1)32(1 of W , being bounded from above by A^/4: 

^_rM!f ^ ^„(,) < wir) < J: Mr), 

n>no Ti>no 

which implies, with 1)2 7f) . the inequality iQ on the potential W. Consequently V satisfies the same 
inequality. 

Remark. To get quasi-modes of infinite order, we would have taken q{X) = (j^g suitably 
modified lemma |21 
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POTENTIEL SINGULIER CRITIQUE POUR L'OPERATEUR DE SCHRODINGER 

THOMAS DUYCKAERTS 



Resume. On construit un potentiel V sur R"^, regulier en dehors d'un pole, et une suite de quasi-modes 
pour I'operateur — A + V, qui se concentre sur ce pole. Les solutions dc I'equation de Schrodinger associee 
ne verifient pas d'efTet rcgularisant local, ni d'incgalitcs dc Strichartz ou dc dispersion. 



1. Introduction 

On considcre un operateur de la forme : 

d 



d 02 



(1) p^-^^v, 



(2) 



sur R'', d > 1, ou y est un potentiel reel, petit a I'infini, et I'equation de Schrodinger : 

r idtU -PU ^0 

Lorsque V est sufBsamment regulier, I'equation ||2Jl entraine un effet regularisant local : 

(3) llx"llL2(]o,T[,//i/2(Rd)) < C||uo||L2(Rd), X e C5^(M''), 

ou selon les cas T est fini ou infini, et C pent dependre de V, x et T. Cette estimation classique (cf PljjEI 
et les references proposees dans ces deux articles) est fondamentale dans I'etude de et des equations 
non-lineaires associees. On s'interesse a la regularite minimale de V pour que ^ soit encore verifiee. Dans 
[S], A. Ruiz et L. Vega considerent I'equation ||2Jl comme une perturbation de I'equation de Schrodinger 
libre pour demontrer |j2Jl (en fait une inegalite plus forte). Les potentiels suivants rentrent dans ce cadre : 

- V eLP, p> d/2. 

- Des potentiels dans des classes de Morey-Campanato, plus larges que L"*/^, verifiant unc condition 
de petitesse dans ces espaces (cf jS] pour les details). Par exemple, des potentiels admettant des 
singularites ponctuelles de la forme 

(4) Yl Tr^ + Vo,Vo€LP,p>d/2, 
oil les \aj \ sont petits. 

Les potentiels etudies dans cet article peuvent aussi dependre du temps mais nous ne developperons pas 
cet aspect ici. Dans 'S", (voir aussi P1), I'auteur etudie des potentiels de type Q), (avec Vq regulier) en 
faisant simplement I'hypothese de positivite sur les aj : 



a 



+ {d/2 - ly > 0, 



et demontre des inegalites sur la resolvante tronquee : 

(5) VAeC, ReA2>C, ImAVO, MP - ^T'xWl-^l^ < x^C^i^"), 

On pent notamment en deduire des estimations de type (O (cf |2])- 
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Les potentiels V € L^, p < d/2, et ceux de la forme de Q), mais avec des poles d'ordre superieur 
ne sont pas traites dans les travaux precites. On montre ici le caractere critique de I'espace L''/^ et des 
singularites en r — \x\, en construisant un potentiel unipolaire V dont le pole est de I'ordre de 

I log rp/r^ pres de 0, tel que P ne verifie ni Q ni jSJ. 

Theoreme 1. Soient d > 1, N > des entiers. II existe : 

- un potentiel V sur , positif, radial, a support compact tel que : 

(6) G C°°(R''\{0}) 

(7) ^-^<V{r)<^^,r<r,. 

- une suite (A„)„>„(, croissante de reels strictement positijs, de limite +oo ; 

- une suite de fonctions (u„)„>„p, radiales, C°° , dont le support est de la forme : 

\og\n . . \ogXr. 
ci — < r < C2- 



tels que : 

(8) (-A + V)u,, - Xlun = /„ 

(9) IknlUi^l 

(10) yj e N, - OiXi~^), n ^ 

Corollaire 1. Soient P — —A -\-V, ou V est le potentiel introduit dans le theoreme pour un N > 2, et 
X G C^{R'^) non nulle en 0. Alors : 

- (absence d'inegalites de Strichartz locales) 

(11) V<z,go e [l,+oo], q > qo, VT > 0, VO 0, 3Uo G C^, ||xC/(i)llLM]o,nL.(R-)) > C||t/o|U™(R.); 

- (absence d'effet regularisant local) 

(12) Va > VT > 0, VC> 0, 3Uo G C^, ||xC/(i)llLM]o,nH^(K'')) > C\\Uo\\LHm^); 

- (absence de dispersion locale) 

(13) Vg G]l,+^], VT > 0, VC> 0, 3Uo G ||xC/(T)||i,(R.) > C\\Uo\\l.' (M^y 

- (absence d'inegalites de Strichartz locales avec perte de derivee) 

(14) VgG [1,+^], VaG [0,1], ^ - ^ > 

VT > 0, VC> 0, 3Uo G C^, \\xU{t)\\m]o,T[Mm) > C\\Uo\\DiP^/2y 

Dans les inegalites precedentes, on a note U{t) la solution de I'equation 0) de condition initiale Uq et 
q' I 'exposant conjugue de q defini par : 1/q + 1/q' = 1. 

Remarques. - Si d > 2, les hypotheses (|6I7|I impliquent : 

Ve f] LP. 

p<d/2 

- La suite {fn)n>no infirme evidemment Q des que N > 2. 

- II apparaitra clairement dans la demonstration que Ton peut construire des quasi-modes d'ordre 
infini (c'est a dire en remplagant 0(A^j^^) par 0(A^°°) dans (|10|l ) en s'autorisant unc singularite 
un peu plus forte : 
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En s'autorisant une singularite encore plus grande, on pcut imposer a la suite (/„) une decroissance 
exponentielle en — A„. 

- Les inegalites de Strichartz : 

|w||LP(]0,T[,L<!(R<i)) < C'lko||L2(K<i), P > 2, ~ + ~ = 2' 

sont niees par pil) . sauf le cas q — 2, p — +00, trivial par conservation de la norme L^. De meme, 
l|14|l nie les inegalites de Strichartz avec perte de derivee (cf |2) : 

ll"llLp(]o,T[,L'!(Rd)) < C||uo||c(p<'/2), 2 ^ ^ t*^' 

avec des conditions supplementaires sur p, q et a. Le cas limite a/d = 1/2 — 1/qde cctte derniere 
inegalite est toujours vraie par I'inclusion de Sobolev : 

et la conservation de la norme D{P°'^^) de toute solution de (j^J- 

Remarquons que d'apres cette inclusion, H14|) est encore vrai dans les espaces de Sobolev usuels, 
c'est a dire en remplagant DiP"/^) par i7'^(R"). 

- Le potentiel V et les quasi-modes Un etant a supports compacts, aussi proches de que Ton veut, le 
contre-exemple precedent est egalement valable dans n'importe quel ouvert borne, pour un Laplacien 
de Neumann ou de Dirichlet. 

- Des exemples d'equations de Schrodinger ne verifiant pas de dispersion ou d'inegalites de Strichartz 
sont egalement construits dans et 0]. Dans les deux cas, le probleme vient de la metrique 
definissant le Laplacien. Mentionnons aussi que I'idee d'utiliser des quasi-modes en relation avec 
des inegalites de Strichartz est due a M. Zworski (voir [5]). 

Precisons encore que pour le potentiel V du theoreme, on pent definir P sans ambiguite. L'operateur 
—A + V aun sens sur C^(M''\{0}), et est essentiellement auto-adjoint sur cet espace (cf par exemple le 
theoreme de Kalf, Walter, Schmincke et Simon cite dans [7] page 186). On appelle P son unique extension 
auto-adjointe, qui est bien sur positive. 

L'auteur tient a remercier Nicolas Burq, son directeur de recherche, et Clotilde Fermanian Kammerer 
pour leur aide precieuse. 

Le reste du texte est consacre aux demonstrations des resultats presentes dans cette introduction. 

2. Demonstration du corollaire. 
D'apres I'inegalite de Holder, si v est une fonction sur R'^ avec un support a volume fini B, 

(15) \\v\\l^o f^B^/^^-^/^ML., q>qo. 
Posons Un{t) = e~*'*'"*u„. Alors : 

idtUn ~ PUn = -e"*^"*/n, U„ \t=o = Un 

(16) Unit) = e-'*^u„ + ze-'^"* e'(^-*)^/„ds. 

Jo 

Supposons que (fTT|l est fausse. D'apres ifTHjl : 

\\xUn{t)\\Li{M'')dt < / ||xe"**^Wn||L9(Rd)dt+ / / Wxe'^"^'^^^ fn\\ Li {m<i)dsdt. 
Jo Jo Jo 

Puisque le support de u„ se concentre en 0, et que x(0) ^ 0, le terme de gauche de cette inegalite est 

minore pour n assez grand par : 

Til II ,f>' nogA„y(^/'-^/'«\ ,, 

J \\Un\\Li{R'i)C-'^ C \ X J lFn|l-L90(R<i)- 
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Quant au terme de droite, il est domine d'apres la negation de itTT)) par 

ll'"n||L''o(M'') + ll/n||L''o(K<i)- 

On en deduit, en utilisant H1U|) : 

, X d(l/qa-l/q) 
All \ 



IKIlL.o-o(IKIk™+A-^) 



ce qui donne la contradiction annoncee des que N > 1 ei < q, car d'apres ©, la norme de u„ dans 
est minoree par 1. 

Par les inegalites de Sobolev, Hll|l implique (|12() en prenant, dans go = 2 et q > 2 assez proche 
de 2. Done lO est vraie aussi. 

Supposons maintenant la negation de fl^ . Alors, par (fT?^ : 

||XMn(r)||i,(Kd) < C||u„||i,'(Rd) + / Wxe"'''^^^ fn\\L^{K_d)ds 

Jo 

— C'||Uri|lig'(Rd) + C'||/„||2,2(Rd-), 

oil on a simplement majore, pour obtenir la deuxieme inegalite, la norme L'' sur le support de x par la 
norme L^, a une constante multiplicative pres. On obtient a nouveau une contradiction par l|15() et en 
utilisant q' < q. 

II reste a demontrer (I14II . Dans le cas contraire, on aurait, par Hlt)|) : 

(17) / \\un{t)\\L^^R^)dt < C\\u^\\i)(^p./2) + [ [ ||e*(^-*)^/„||o(p./2)dsdi. 
Jo Jo Jo 

Bien sur, e*'""*^^ envoie isometriquement le domaine de P'^/^ sur lui-mcme. On a : 

J |V/„(x)|2dx + Jil + V{x))\Ux)\^dx. 

Sur le support de u„, done sur celui de /„, \x\ > ■ En utilisant la majoration de V donnee par (|7|). 
on obtient que sur le support de /„ : 

\Vir)\ < C (log log A„ - logA„)' < CXl 

(log Kr 

On en deduit, en utilisant avec N > 2 : 

(18) \\fn\\D(PU2)<C{\\WU\\L2+Xn\\fn\\L^)<C\-\ 

De plus, I'equation Pu„ — A^u„ = /„ implique, en utilisant a nouveau les proprietes ^ et (|10|l des normes 
de Un et /„ : 

||Mn|lc(pi/2) < ll/nlUHknllL^ + A^||M„||i2 
<CXl\\Ur.\\h. 

Par interpolation sur les normes, on obtient, puisque a est compris entre et 1 : 

(19) \\Un\\DiP'/-)<CX^JK\\L2. 

D'apres JTHJ, (Cni) et I'inegalite ^ : 

\\Un\\L^ < CA^||U„|U2 +0(1). 

Done avec ((T^ : 

, \ d/2-d/q 

\\Un\\L^<CX'^\\u„\\L2+oil), 



Jog A„ 

inegalite absurde car f — ^ > ^ • 
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(20) 



3. Demonstration du theoreme. 
Notons r = et ' la derivee On cherche V, A„, u„ et /„, radiales tels que : 

1 



/„(r) = -<(r) <(r) + V{r)u,,{r) - Xiu^{r), 



avec /„ petit a I'infini. On commence par changer de fonctions pour eliminer la derivee premiere dans 
cette expression. En posant : 



(21) M„ = r 2 u„, f„ = r 2 W + 

L'equation (|20|l devient : 

(HOI) gn{r) = -< + WVn - Xlvn. 

Soient : 

1 



4? ■ 



y{s) - e-^\ bis) 



(s2 + 1)3/2 g2j^i^ 

solutions C°° sur M de : 

(22) -y"{s) + bis)y{s) = 

(23) y(s)>0,VjeN, \y(-'\s)\ < C,e-^'^ 

(24) \b{s)\ < 1. 

On notera, pour 2 parametres reels w et a : 

VujA^) = yi'^ir - a)), b^A'^) = ^"^bluir - a)), 

solutions de : 

Soit g(A) > definie au voisinage de +00, strictement croissante et verifiant : 



(25) 
(26) 



lim q{X) = +CXD 

A — '■4-00 

lim #1 = 0. 



On definit la suite (A„)„>„o, qui tend vers +00 plus vite que 10" par : 

10" = g(A„). 



Soit une troncature : x G (] — 1, 1[) , x = 1 sur 
On notera : 



1 1 

2' 2 



V'„(r)=x(10'V)-x(10"+V), 
3 



Xn{r) = X 10"+' r - 



10"+! 
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Xn = 1 
, ^ > 

SUpp?A„+i SUppXn SUppV'ra- 



— I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

5 5 1 2 2.5 3 3.5 4 5 1 1 

10"+^ 10"+^ 10" +1 10"+i 10"+i 10"+i 10"+i 10"+i 10"+i 10" 10"-i 



supp ^„ 

Fig. 1 - Troncatures autour de r = 3/10" + 1 



Les ipn forment une partition de I'unite au voisinage de 0, et chacun des Xn localise sur le support de tpn, 
en dehors du support des autres tpj, j ^ n : 



suppV'n C 



1 



lQn+2 ' IQr. 



1 



< r < 



10 



in+l 



Mr) = 1 



(27) 

(28) 
(29) 



E 

n>n( 



supp Xn C 

25 



Mr) = x(10"V) 
2 4 



10"+!' 10"+i 
35 



10"+2 



< r < 



10"+2 



c {V« = 1} 

Xn{r) = 1. 



On notera yn et 6n les fonctions : 
(30) yn{r) 
(31) 



2 ' 10" + 1 



10"+i 
3 

10"+i 



On pent voir chacun des — 6„ comme un puits de potentiel qui, par I'equation H22r|l . concentre I'energie 
de yn autour du point 3/10"+^. On va construire W pour que I'equation .gn(r) — s'ecrive, sur un petit 
intervalle autour de 3/10""*"^ (qui inclura le support de ■;;„) —v'^ + 6„u„ = 0. La taille de cette intervalle 
sera de I'ordre de 10~", tendant moins vite vers que le parametre w = A„/2 de I'equation. En definissant 
Vn comme une troncature de y„, la decroissance exponentielle de y a I'infini induira grace a la difference 
d'ordre de ces deux echelles, des termes d'erreur assez petits pour impliquer Q et H10|l . 



Posons (cf figure) : 

(32) W-(r)= ^ V^„(r)(6„(r)+A2) 

n>no 

(33) Vn{r) ^ anyn{r)xn{r), 

oil les a„ sont des constantes strictement positives a choisir. Les fonctions 5„, m„ et /„, ainsi que le 
potentiel V sont alors definies par potfl et (|21() . 
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W{r) 




10"+^ 10"+i 

Fig. 2 - Le potentiel W 



Lemme 1. On a les inegalites suivantes : 
(34) 
(35) 



Vj eN,3C> 0, < Ca„Ai+^' {q{Xn))^ e'^TO 



Mn||Li(R<i) > ^A„l (g(A„)) =^ 



Demonstration. D'apres ()28|l . sur le support de x„, vaut exactement 6„ + A^. On en deduit 
(36) 5„(r) = -<(r) + 6„(r)u„(r). 

Soit, en utilisant I'equation H22r(l : 

/«(0 = r-^gnir) r"^a„ (2/«(r-)x"(0 + 2y^,(r)xU'')) • 
La derives j-eme de /„ est done de la forme : 



(37) 



d^fn 



-Vn-r—Xn 



ii+j2+j3=i+i 



Sur le support de Xn; 8' ■ 



> 
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Done d'apres les majorations : 



De plus : 



— ^^n ^ 



dr 



<C{q{K))"-^+'''<C\^{q{K))'- 



car sur le support de r > jok+r- En majorant la somme l|37|l par ces trois dernieres inegalites, on 
obtient exaetement (I34II . (|37|l . on obtient exactement (|34|l . 
Demontrons H35|l. Par definition de y„ : 

< i ^ y„(r) > m = sup |?;(s)|. 



10'' 



De plus, si cette derniere condition sur r est verifiee, et si n est assez grand on a Xnif) = 1 et done : 



Unir) 



= r 2 



'Vn{r) =r 2 anVnir) 



D'ou 



iMnllii > TOa„ 



>^(10 



A„|r-^|<1 

a; 



d-i 

— n\ 2 \— 1 



□ 



Choisissons un Af > 1 et posons 
(38) 



9(A) 



M log A 

La fonction q, positive et strictement croissante au voisinage dc +oo, verifie bien les hypotheses H25|l et 
H26|l . De plus, d'apres le lemme^ et en majorant grossierement q(A„) par A„ : 



|i,oo < Ca„A„ 



avec des nouvelles constantes C qui dependent eventuellement de M. Les conditions Q et H10() du 
theoreme sont done respeetees avec un bon choix des constantes M et a„. Le support de m„ est confondu 
avec celui de Xn, qui est effectivement de la forme : 

logA„ logAn 
Ci — : < r < C2 



A. 



A. 



si X 6st bien choisie. II reste a verifier I'assertion Q sur le potentiel. On commence par evaluer la fonction 
reciproque de q. 

Lemme 2. Soit q est definie par Alors : 



g(A)log(9(A)) ~ — , A-^+oo. 
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Demonstration. 

X 



q{X) logg(A) = g(A) log 



logA^ 

= q{X) (log A - log log A - log M) 
~ q{X) log A, 

quand A tend vers +00. □ 
Sur Ic support de ipn, puisque (?(A„) = 10", 

< g A„ < - 

zOr r 

2i^|logr-log20| <g(A„)log(q(A„)) < J|logr|, 

(I'application s 1— > slogs etant croissante pour s > e^^). Soit, en utilisant le lemme|21et en se plagant 
assez pres de : 

C-^-\logr\ < A„ <ci|logr|. 
r r 

Done, par la definition de W{r), et comme |&„| est majore par A^j/4 : 

n>no Ti>nn 

ce qui donne I'inegalite Q sur le potentiel W compte tenu de (|27|) . On en deduit evidemment sur V. 

Remarque. Pour avoir des quasi- modes d'ordre infini il sufRsait de prendre q{X) — (i^g ^)i+e ; et de 
modifier le lemme|21en consequence. 
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